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MATHEMATICS 
EINE VERIKUTUN G EMBER SOHLEIFENRAUME V0N ~PHAREN 
HANS JOACHIM BAUES *) 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTEAL at the meeting of Ootober 26, 1976) 
1. DIE UOPASER DIR EZNHiiNCUJNOSABBILDUNQ 
Sei QBn der Schleifenraum der Sphlire Sn und sei i : Sn += QS~+l die 
Einhllngungsabbildung, welche adjungiert zur Identitiit. James hat ge- 
zeigt, dafi die homotopietheoretische Faser von i ftir ungerades n zu 
LNYsfl+l homotopieiiquivalent ist [7]. Ftir die Cofaser (QS~+l)/Sn der 
Einhlingungsabbildung i ist unsere Vermutung : 
VERM~TTJWG~ : Es gibt eine Homotopieliquivalenz 
(l-1) Sn xQS2n+1lSn x t N (QSn+l)/Sn, wo n ungerade. **) 
Fiir n= 1, 3, 7 ist (1.1) wohlbekannt, denn dann liefern die Hopf-Abbil- 
dungen sogar Homotopieaquivalenzen 8% xLMsn+i ci .Qi++l. 
Entsprechend James [6] ist der Schleifenraum QnS*+l zu dem unendlich 
reduzierten Produkt s”, homotopielquivalent. Dabei hat L% eine natiir- 
liche C W-Zerlegung 
6% = Sn v e2n v . . . v enm V . . ., 
deren (nm)-Geriist gleich dem m-fach reduzierten Produkt G ist. Deshalb 
ist (1.1) iiquivalent mit der 
VERMUTUNG: Fti alle ungeraden n existiert eine Homotopieliquivalenz 
(1.2) Sn xs"ZlSn x t N Pm/Sri. 
Wir zeigen in dieser Arbeit, dal3 die 7n-Geriiste der CW-Komplexe in 
(1.2) homotopieaquivalent sind : 
SATZ A: Fiir U~erade8 n existiert eine HomdopieGquivalennz 
*) Der Autor wurde vom ‘Centre Nation& de la Recherohe Scientiflque’ 
Frankreioh unterstiitzt. 
**) Alle Rilume und Abbildungen aind punktiert und * ist der Grundpunkt. 
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Die Existenz von Homotopieaquivalenzen (1.1) oder (1.2) steht im 
Zusammenhang mit der Existenz von Abbildungen 
(1.3) f : Q#n+l --f #(tk+l)la , 
welche in der (2k+ l)n-ten Homologie den Grad f 1 haben. Falls (1.2) 
existiert, so erhalt man fur k> 0 solche Abbildungen durch die Hinter- 
einanderschaltung 
Fiir k= 0 existiert eine Abbildung f : LX3 n+ --f i3n mit Grad f 1 in der 1 
n-ten Homologie nur fiir n= 1, 3, 7. Als Folgerung von Satz C erhalten 
Wil-: 
SATZ B : $‘alls n zlnd r ungerade sind, T > 1, so existiert eine Abbildung 
i!$‘-’ + ~‘9 mit Grad & 1 in der (nr)-ten Homologie. 
BEMERKUNG : Die Raume in ( 1.1) bzw . in ( 1.2) haben fti ungerades n 
in vielerlei Hinsicht die gleichen Eigenschaften. Entsprechend Serre sind 
ihre Kohomologieringe iiber 2 als Ringe isomorph, vergl. Seite 488 in [8]. 
Ebenfalls folgt aus [l], da13 ihre Pontryagin Ringe iiber 2 ds Ringe 
isomorph sind. Weiter haben die RIume in (1.2) folgende zueinander 
entspreohende Eigenschaft : 
Ganea hat gezeigt, da0 die homotopietheoretische Faser der Projektion 
Sn x$T@‘n x t --, ~!5% zu Sn+r A LXY$~ homotopieaquivalent ist, vergl. 1.1 
in [4], A A B= A xB/A V B bezeichne das ‘smash’-Prod&?. Andererseits 
ist zu jeder Abbildung g: i%,/S n + i$z, die die Identitiit auf Ssn=L$/Sn 
fortsetzt, die homotopietheoretische Faser von g such zu Sn+i A 9e 
homotopieaquivalent. Solche Abbildungen g sind wohlbekannt, z.B. ist 
die James-Hopf-Invariante eine solche Abbildung. Die Faser der Abbildung 
g erhiilt man ebenfalls aus 1.1 in [4], denn entsprechend [7] und (a) auf 
Seite 446 in [lo] ist fur ungerades n die Abbildungsfolge 
eine Faserfolge, dabei sei p: S* --f s”,/Sm die Quotientenabbildung. 
2. QESTUTZTE REDUZIERTE PRODWTE 
Zum Beweis von Satz A und Satz B benutzen wir den folgenden Satz C 
iiber gestutzte reduzierte Produkte Sk =~C$/i$‘-1, k>r > 2. Das m-fach 
reduzierte Produkt s”, erhiilt man als Quotient des m-fachen Produkts 
(Sn)m=Sn x... x/5’” nach der Aquivalenzrelation N, die nur den Grund- 
punkt * in den Koordinaten vertauscht, d.h. 
(a, **., 4, *, %+1, . . . . xn-1) - ( a, . . . . G-1, *). 
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Sei s : (Sn)m + s”, die Quotientenabbildung. Man hat Inklusionen 
A!%-1 C s”, durch s(q, . . ., x*-l) I-+ ~(51, . . . . x,-r, *). Fur die gestutzten 
reduzierten Produkte sei p : g + Se = L$/L$‘-, die Quotientenabbildung. 
Fiir k> T besteht Sk-Sk-i = ekn genau aus einer Icn-Zelle. Sei 
wk E nkn(Sk, Sk-l) und Wk = b wk E rckn-l(Sk-1) 
die charakteristische bzw. anheftende Abbildung dieser Zelle. Es ist 
wk=&&(w;), wo WL wie in 1.2 von [2] definiert ist. Sei 
j: %k(Sk, Sk-r) + %k(Sk, Sk-l) 
durch die Inklusion der Paare induziert. Dann nennen wir ein Element 
(2.1) mk E nnk(flk, Sk-r) mit j( mk) = wk 
eine Deformation von Wk. Fti E< 2r - 1 ist Sk-,.= *, also ist dann eine 
Deformation van wk ein Element lk E nnk(Sk). 
Sei M(m, n) = {j E iV]m~j<n}. Aus dem Hauptsatz in [2] und ent- 
sprechend Beispiel 4 in [l] folgt fur die anheftende Abbildung wk der 
nk-zelle von Sk der fh.tZ: 
SATZ C: Sei k > 2r, r > 2. Es gibt Deformutionen w,, m > 2r, wnd trn, 
9-<m<2r, von Wm, SO dab fiir den Homomorphismzcs 
j: %k-l(Sk-1) --f %&k-l(sk-1, Sk-2r) 
die folgende aleidung erfiillt ist: 
j(wk- 2 
a+b-k 




B=M(k-2r+ 1, 2r- 1) n M(r, k-r) und C=M(r, k-2~) n M(r, 2r- 1) 
und sei [ , ] das Whitehead- bzw. das relative Whitehead-Produkt. Die 
Koefizienten na,b mit a+ b = k sind wie folgt gegeben: 
k 0 a fiir n gerade, a# b 
fiir n gerade, a=b 
na,b’ (0 fiir n ungerade, a. b ungerade 
fiir n ungerade, a. b gerade, a# b 
a-l 
,( > 42 
fiir n ungerade, a. b gerade, a= b 
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Dabei sei [k/2] die griiate Zahl <k/2 und sei 
k 
0 
a der Binominal Koeflzient. 
Satz C erhlilt man wie folgt : Sei T = (Sn, . .., Bn) ein k-Tupel von 
n-Sphliren mit Achsengeriisten Tg, vergl. [2]. Dann bestimmt ps eine 
Abbildung u: Tk/Tr-1 + %/%-I =#k. Bildet man vermijge u die Formel 
in [2] nach ndnk-1(&-l, #k-L+.) ab, so erhalt man die Aussage von Satz C. 
Wie in [2] mu13 man in Satz C drei Ftille I, II, III unterscheiden: Fall I 
ist gegeben, wenn 2r< k< 3r- 1. Dann ist C=O leer und j die Identitlit, 
deshalb folgt : 
(2.2) KOROLLAR: Die Deformationen &,,, r < m < 2~, beetimmen eine 
Homotopie&pivalenz 
S&,/f& 7 B= V S”“‘. 
dh<S!# 
Sei die Abbiklung 
W:A= V Pa-l--+-B 
t<kk<br 
gqeben durch 
w&k= 2 (-l)no%,b[fla9 pb], 
a+b-k 
a>b>r 
too &k: Skn-1 C A U?&d pm: S mn C B die Inkluaionen bezeichnen. Dann hut 
man fiir den Abbildunpkegel CW von W eine Homotopie@&ndenz 
S&-l/i%~ N CW, welche 6 fortaetzt. 
Fall.11 liegt vor, wenn 3rgk<4r-2. Dann ist B#fl und C#!iL Fall III 
ist gegeben, wenn k>4r-1. Dann ist B=P) und C=N(r, 2r-1). 
(2.3) BEMERKIJNU: Falls nr ungerade ist, ist nzr,,.=O. Deshalb gibt es 
dann sogar eine Homotopieiiquivalenz 
Zusammen mit (2.2) erhlilt man daraus die Behauptung von Satz B. 
3. BEWEIS VON SATZ A 
Ftir &!&/Sn, also fiir r = 2, und fur ungerades n hat Satz C die folgende 
Form : 
(3.1) SATZ : Sei n ungerade. Seien wk und wk = b wk die charakter&i8che 
bzw. die anheftende Abbildung der nk-Belle in &=a/Sn. Dann gibt es 
Deformationen E m, m = 2, 3, U?Ui Wm, m > 4, VO% Wm 80 dap gilt : W4 = [(a, E23, 
w5 = - 2[&1, (21 und 80 oh/l fiir j: %&k-l(sk-1) --f rink-l(Sk-1, Sk-d) gilt, k > 6 : 
jtwk)= 
(k/2) - [wk-2, k] fiir k gerade, 
[k/21- ( - [pk-2, -$2] + [mk-8, &I) fiir k ungerade. 
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Ftir ungerades 12 hat Sn x&%/P x + die gleiche Eigenschaft wie s”,/Sn 
in (3.1). Es gilt: 
(3.2) SAW: Sei n ungerade. Sei Si das nk-Geriist von Sn xij?$Yn x * 
und seien Wi und G= b WL die charakteristische bzw. die anheftende Ab- 
bildung der nk-Zelle e nk =~IY~--S~-~. Dann gibt ea Deformationen 
E& E 7Zmn(SL), m= 2, 3, und IT& E ?tmn(Si, S&2), m>4, 
von Wk mit k>m (fib rn gerade ist WA= Wk), so dap gilt: w;= [&, &J 
una w; = - 2[&, &] und so a@ fiir j: %k-1(&-2) + %k--1(&-l, #L-r) gilt, 
k>6: 
‘(‘)= I 
(k/2)- [@i-z, &] fiir k gerade, 
[k/21.(-[FL-e, &]+[I%,, .$I) fiir k ungerade. 
BEWEIS VON (3.2): Die Zellen ekn mit geradem k liegen in dem Unter- 
komplex $!J, fti diese gilt (3.2) entsprechend (6.9)” in [9]. Sei k nun 
ungerade. Wir betrachten die zellulare Quotientenabbildung im Sinne von 
[l] mit k=2m+l: 
pifg: (Snp+l + Sn x (S2n)m -+ Sn x* + Sn x*/Sri x *, 
wo q=1 xq x... xq durch das m-fache Produkt von q : Sn .xSn +- 
--f Sn A Sn = Szn gegeben ist und wo s’= 1 xs und wo $ die Quotienten- 
abbildung. Ftir das k-Tupel von SphlCren T bestimmt pq die Abbildung 
v: Tk/Tl --f Sn xc/S” x *. Bildet man die Formel (T= 2) in [2] vermijge 
v* nach ~,&k-#$~-I, Si-r) ab, so erhlilt man (3.2). 
BEWEIS VON SATZ A: Zunachst hat man mit (3.1) und (3.2) Homo- 
topieliquivalenzen 
(1) sqsn - ’ EPnVlgsnL-SnxS2n/S-x + 
wo [= (62, Es) und 6’ = (&, &). Ftir die Abbildung 
(2) W = ([p2, p2], - 2189, ,d2]) : S4n-1 v 55-1 +- S2n v P= B 
erhalt man wegen (3.1) und (3.2) Homotopieiiquivalenzen 
(3) A!$$9 .E Cw -5 Sn x*/Sri x *, 
welche [ und 5’ fortsetzen und fti die gilt: 
(4) Wt=H*(cr), Wi=H:(cl) mit i=4,5. 
Dabei seien cc E 7~~((Cw, B) die charakteristischen Abbildungen der Zellen 
CSp-1 bzw. CL+-1 von C w. Sei h: g/S% + XL die Homotopieiiquivalenz 
mit hH=H’. Entsprechend der exakten Zeile 
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mit Ic=6, 7 gilt wegen (l), (4) und wegen (3.1) und (3.2) 
(5) j(wL) =jh* (Wk) =
3[m:, [;I k= 6 
3(-V%, &]+[K 561) k=7 
Es gibt also ein Lyk E 7dnk-1(Si-~) mit 
(6) i,(~k)=t&h&&), k=6, 7. 
Da die Einhlingungen Swk: = 0 und SW; = 0 trivial sind, folgt aus (6) such 
Salk= 0, da (Si), injektiv ist. Fiir 01s E 7ceGBn-r(Ssn) gilt: 
(7) Saa = 0 -+ iols = 0, wo z: nen-1(S2n) + 7c&&!3p)# 
Aus (7) folgt such i,ols = 0, also erhiilt man 
(8) o=w&h*(ws). 
Wegen (8) bekommt man als Fortsetzung von h eine Homotopieliquivalenz 
81: fl/Sfi + Sk. Wir untersuchen nun 017 E 7c7,-r(S~). Wegen (1) und dem 
Hilton-Milnor-Theorem [5] ist dann 
(9) 017 = &l + lb2 + rt;, 5Lla3+ [[G, &I, 5;l@4+ [[& &I, ElIId, 
wo OIL entsprechende Elemente in den Homotopiegruppen von Sphiiren. 
Ftir i, : n7,JS’) 8 -+ n7,-@) gilt nun zunachst : 
(10) ;*([[t;, t& 5;l&4) = 0. 
Weiter sei q: I!$ + S? Einschrlinkung der Projektion 
Sn xsgp x *+sg. 
Dann gilt q*h*(w7) = 0 und q*(w;) = 0. Deshalb erhlilt man aus (6) und (9) : 
(11) i, (&l) = 0. 
Sei nun T: Si + San Einschriinkung von 
Sn xfi%/Sn x + -+ S* A E N v SW+l)n + San. 
i>l 
Dann ist r,h,(w7) = 0 und r&w;) = 0, also folgt aus (6) und (9) : 
(12) i, (5;d) = 0. 
SchlieBlich gibt es ein & E ns,,(Si), so dal3 
Dabei ist i, [G, &] = [i * 6, [i] ein Element der Ordnung < 2 wegen (2). Wir 
Zindern nun h auf der 5n-Zelle ab zu h+ l’~%. Dann l&fit sich h+t’ol zu 
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einer Homotopielquivalenz hz : g/S A -+ Si fortsetzen und wegen (5) und 
3.1 in [3] gilt: 
1 
w&) = w:(h) - 3[i* or, ES] 
(14) = w;(h) + [i*&, &] (da Element der Ordnung < 2) , 
=w7 (wegen (9) bis (13) und (6)) 
Also liil3t sich hz zu einer Homotopielquivalenz fl/Sn -+ S$” xSn/S* x * 
fortsetzen. 
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